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1. В ведени е
В работе рассматривается обратная задача гравитационной неустойчи­
вости (неустойчивости Рэлея-Т ейлора) неоднородной вязкой несжимаемой 
среды. Под обратной задачей гравитационной неустойчивости какой-либо 
среды понимается восстановление истории ее движения, возникшего в ре­
зультате развития возмущений в этой среде под воздействием гравитацион- 
нв1х сил. Другими словами, это задача о восстановлении состояния среды в 
прошлом по ее состоянию в настоящем. М атематически она формулируется 
следующим образом: найти решение системв1 уравнений (уравнения Сток­
са, уравнения несжимаемости, уравнений переноса плотности и вязкости) 
с соответствующими граничными и начальными условиями в обратном на­
правлении времени.
Д инамика неоднородных структур (например, солевых комплексов) при­
влекает пристальное внимание геологов и геофизиков, в особенности специ­
алистов по деформациям осадочных пород, горных инженеров, разведчиков 
недр и инженеров по подземным сооружениям. Это связано с тем, что по­
добные структуры могут приводить к обвалам, создавать ловушки д л я  угле­
водородов, являться хранилищами радиоактивных отходов. Исследование, 
к примеру, соляных куполов важно д л я  народного хозяйства. Практически 
все нефтегазовые резервы Прикаспийского солеродного бассейна связаны с 
соляными структурами. Чтобы понять историю осадконакопления, эрозии 
и деформации в осадочных бассейнах, необходимо реконструировать эволю­
цию бассейна в обратном времени. Метод палеореконструкции бассейна (см., 
например, [1]), часто использующийся д л я  этих целей, является надеж ным 
средством д л я  восстановления истории развития. Однако он неприменим 
д л я  реконструкции солеродных бассейнов, где соль значительно деформиро­
вала выш ележащ ие породы. В работах [2-4] представлен численный подход
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к обратной задаче Р элея-Т ейлора в случае двух пространственнътх пере­
менных, восстановлена история развития тиничнътх диапировьтх структур 
и численно реконструирован геолого-геофизический профиль вдоль восточ­
ной части Прикаспийского бассейна. В данной работе предложен один из 
в о з м о ж н б 1х  подходов к решению задачи реконструкции, основанный на ком­
пьютерном моделировании упомянутой вътттте обратной задачи в случае трех 
пространств еннътх переменных.
В работе описан численный алгоритм, позволяющий решать некоторый 
класс задач гравитационной неустойчивости в обратном направлении вре­
мени и реконструировать историю развития неоднороднв1х сред, в частно­
сти, восстанавливать эволюцию солеродных бассейнов. Подход к решению 
задачи основан на следующей идее [2]. В неоднородной структуре малые 
возмущения границ слоев или плотностей приводят к ее деформациям, а в 
случае инверсии плотностей такие возмущения растут, образуя диапировые 
структуры. При отсутствии диссипации энергии неважно, в каком  направле­
нии реш ается задача — в сторону увеличения или уменьшения времени. С 
математической точки зрения задача как в прямом, так и в обратном напра­
влении времени долж на быть одинаково устойчивой и корректной. Поэтому, 
располагая в настоящем диапировой структурой и реш ая соответствующую 
задачу в обратном времени, получим эволюцию этой диапировой структуры 
в прошлом. В работе [5] доказана корректность соответствующей математи­
ческой модели в двумерном случае. В трехмерном случае, как отмечено в 
работах [6-9], аналогичный ф акт такж е имеет место.
При численном решении рассматриваемой задачи используется алгоритм, 
основанный на галеркинских нриближениях и методе конечных элементов 
(с интерполяцией неизвестных трик у биче скими сплайнами), примененных к 
уравнениям движ ения среды. Некоторые результаты  по решению и модели­
рованию прямых задач представлены в [6-10]. Численное решение подобных 
задач довольно трудоемко из-за большой размерности соответствующих дис­
кретных аппроксимаций. Некоторых продвижений здесь удалось достигнуть 
благодаря использованию специальных базисных элементов в методе конеч­
ных элементов и благодаря специальному представлению векторного потен­
циала скорости движ ения среды. Все это позволило получить приемлемые 
качественные и количественные результаты  при сравнительно небольших 
размерностях дискретных задач.
При моделировании были приняты следующие упрощения: движ ения вы­
соковязкой ньютоновской жидкости считались медленными; тепловые эф ­
ф екты  не учитывались; латеральные силы (связанные с растяжением или 
сжатием среды) не принимались во внимание. В расчетных примерах модель 
неоднородной среды представлена параллелепипедом, заполненным вязкой
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жидкостью и разделенным на слои границами, на которых происходит скач­
кообразное изменение параметров среды (плотности и вязкости).
Расчеты показали, что предложенный алгоритм может быть применен 
дл я  численной реконструкции диапировых структур. В конце работы при­
ведены результаты  решения одной модельной задачи.
2. О писание м одели и постановка задачи
В области Q = (0 ,/i) х (0 ,/2) х (0, /3) С R 3 рассматривается медлен­
ное движение высоковязкой неоднородной несжимаемой жидкости (среды) 
в поле силы тяжести. Это движение в декартовых координатах описывается 
квазистационарным уравнением Стокса [11-14]
\ /р  =  div (регз) +  F , х  G fi, (2.1)
где p — давление; p — вязкость; e%3 — д иг/ д х 3 + duJ/ d x l — тензор ско­
ростей деформаций; и — 2,^ 3) — вектор скорости жидкости в соот­
ветствующей точке х  области и в соответствующий момент времени t; 
—*■
F  = (0 , 0 , —gp) — вектор внешних массовых сил; g — ускорение свободного 
падения; р — плотность.
Уравнение несжимаемости задается в форме
div и =  d u i / d x i  + d u 2/ d x 2 +  д и3/ д х 3 =  0, х Е П, (2-2)
перенос плотности и вязкости описывается уравнениями
3
d p / d t  +  ^ 2  и г д р / д х г =  0, p ( t 0 , x )  =  Р о ( х ) ,  х  G П, (2.3)
г =  1
3
d p / d t  + ^ 2  иг д р / д х г =  0, ц(^0, х) =  Ро(х), х Е (2*4)
Î — 1
На границе Г области Q задается граничное условие прилипания
и = 0 , х G Г, (2-5)
или граничное условие непр от екания с идеальным скольжением
< и, п > =  0, d u T/ d n  =  0 , х  G Г, (2-6)
где п — единичный вектор внешней нормали в точках х Е Г ; йт — проекция
вектора скорости и на касательную  плоскость к Г в точках х Е Г.
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П рям ая задача состоит в расчете функций
u = u( t , x ) ,  p = p ( t , x ) ,  p = p( t ,x) ,  р, = p ( t , x ) ,  (2.7)
удовлетворяющих уравнениям (2.1)—(2.4) при t > £о> гр ан и ч н вт  условиям 
(2.5) или (2.6) при t > to? начальнв1м условиям из (2.3) и (2.4).
Обратная задача состоит в расчете функций (2.7), удовлетворяющих урав­
нениям (2.1)—(2.4) при t < £о> граничным условиям (2.5) или (2.6) при t < to? 
начальным условиям из (2.3) и (2.4).
Решение обратной задачи при желании можно свести к решению прямой 
задачи при т > 0 с помощью замены времени т =  to —  ^ (г _ новое время). 
После замены переменной времени новые искомые функции (давление и ско­
рость берутся с обратными знаками) будут удовлетворять исходной «пря­
мой» краевой задаче, но с вектором внешних массовых сил F  =  (0 ,0 ,#р), 
что с физической точки зрения соответствует инверсии силы тяжести.
3. С хем а расчета задачи
Следуя схеме, изложенной в работах [6-10], исключим из рассмотрения 
давление р и условие несжимаемости (2.2), введя векторный потенциал ф =  
( ^ l j ^ j O )  скорости по формуле и = rot ф,
и 1 = - д ф 2/ д х 3, и2 = дф1 / д х 3, и3 = дф2/ д х г -  дфг/ д х 2. (3.1)
Выполним операцию rot над равенством (2.1). Тогда, учитывая равенства 
rot (XJp) =  0 и div (rot ф) =  0, получим систему уравнений д л я  нахождения 
функций ф\) ф2j Р, р:
rot div (fteij) + rot F  = 0, (3-2)
d p /d t+  < \ /p ,ro t  Ф > — 0, d p / d t +  < \ / p , r o t  Ф > — 0. (3-3)
Согласно методу, изложенному в [6-10], представим аппроксимацию век­
торного потенциала скорости в виде линейной комбинации подходящих ба­
зисных трикубических сплайнов и найдем эту аппроксимацию из (3.2) ме­
тодом конечных элементов. Тогда уравнение (3.2) перейдет в соответствую­
щую систему линейных алгебраических уравнений относительно коэффици­
ентов разлож ения функций ф\ и ф2 по базисной системе функций. М атрица 
алгебраической системы будет симметричной и положительно определен­
ной. Д л я  решения этой системы можно применять прямые методы (напри­
мер, метод квадратного корня) или итерационные методы (например, ме­
тоды Зейделя или Ш варца). Преимуществом прямых методов является то,
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что за конечное число шагов они дают решение с машинной точностью, их 
недостаток — быстрое увеличение времени расчетов с ростом размерности 
алгебраической системы. Конкретные реализации этих методов, специально 
адаптированнв1х д л я  рассматриваемой задачи, приведенв1 в [6-10].
Аппроксимации плотности и вязкости представим в виде линейнв1х ком­
бинаций подходящих базиснв1х трилинейных сплайнов, которые позволя­
ют достаточно хорошо аппроксимировать разрв1внв1е характеристики сре­
ды. Благодаря применению трикубических сплайнов д л я  аппроксимации 
векторного потенциала, разбиение области д л я  аппроксимации плотности и 
вязкости можно вв1бирать значительно мельче, чем разбиение д л я  аппрокси­
мации векторного потенциала. При такой аппроксимации уравнения (3.3) пе­
рейдут в соответствующие системв1 обыкновенных дифф еренциальных урав­
нений д л я  нахождения коэффициентов в аппроксимациях. При таком при­
ближении требуется большая точность решения обыкновенных диф ф ерен­
циальных уравнений. Представляется, что в данном случае эффективнее ре­
шать уравнения (3.3) методом характеристик [6-9]. Он позволяет уменьшить 
численную диссипацию и находить искомые функции плотности и вязкости 
с приемлемой точностью на больших отрезках времени. Однако по мере уве­
личения отрезка времени эффективность таких расчетов уменьшается. Д ля  
интегрирования уравнений (3.3) часто применяется такж е разностная схе­
ма Т У Б /А С  [15], которая имеет точность 0{Кф) {кх — диаметр разбиения 
области П) и позволяет уменьшить численную диссипацию. Эта схема ф ак ­
тически вместо уравнений (3.3) аппроксимирует редуцированные уравнения
дp /д t+  < у ( р  +  !/(/?)),гЫ; ф > =  0, д р / д ^  < \ / ( р  + Ь(р)),тоЬ ф > =  0,
где !/(•) — антидиф фу зионньтй член, с помощью которого можно компенси­
ровать диссипацию.
Опишем теперь кратко последовательность расчетов. Начальные значе­
ния ро и ро вязкости и плотности подставляются б  краевую задачу (3.2) с 
соответствующими граничными условиями д л я  расчета векторного потенци­
ала  ф и поля скоростей й  в момент времени £ =  £0 • Затем эти поля использу­
ются в задачах (3.3) д л я  расчета вязкости р и плотности р в области ^  в мо­
мент времени I — to + A t .  Д алее, момент времени I — to + A t  принимается за 
начальный и схема расчетов повторяется. Базис из трикубических сплайнов 
позволяет существенно понизить размерность аппроксимаций д л я  нахожде­
ния векторного потенциала. Вязкость и плотность вычисляю тся так, как 
указано выше (методом характеристик или сеточным методом с помощью 
ТУ Б/А С -схем ы ). Д л я  повышения эффективности расчетов эти два метода 
можно комбинировать, несколько временных шагов рассчитывать разност­
ной схемой, затем вычислять характеристики и корректировать значения
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плотности и вязкости. Ш аг по времени A t  может ввтбираться автоматиче­
ски так, чтобв1 максимальное смещение материальнв1х точек средв1 не пре­
восходило заданной достаточно малой величинв1 /г. Д л я  этого отв1скивается 
ишах = [«1 Н~ ^2 ^з]1/ 2 по узлам  сетки, а затем полагается A t  = Ь / и ^ ах.
4. Р езультаты  расчета м одельного прим ера
В качестве модельного примера рассмотрим движение неоднородной вяз­
кой несжимаемой жидкости в поле силы тяж ести в области П =  [0,1] х [0, 1] х 
[0, 0.75]. В начальный момент времени to = 0 жидкость состояла из двух сло­
ев — легкого и менее вязкого внизу (в области ^2 =  £2\£Д) и тяжелого и 
более вязкого вверху (в области £Д),
=  {ж Е П : х 3 > 0.25 +  0.09 • ехр[—180 • [(яд — 1\/2)2 +  (#2 — Ь /2 )2]]}.
В начальный момент времени считалось, что р${х) =  1 д л я  х Е и р${х) =
0.85 д л я  х Е ^ 2? Ро(%) — Ю0 Для ^ Е ^1 и Ро(%) =  1.0 д л я
В центральной части поверхности, которая разделяет слои и ^ 2? Б на­
чальны й момент времени появляется небольшая выпуклость (возмущение 
поверхности раздела двух сред). Это возмущение является начальной ф а­
зой зарождаю щ егося диапира, который развивается во времени вследствие 
внутренней гравитационной неустойчивости этой двухслойной системы.
Д л я  расчета задачи выбиралась сетка 32 х 32 х 32 при аппроксимации 
векторного потенциала скорости и сетка 96 х 96 х 96 при аппроксимации 
плотности и вязкости. Соответствующая система линейных алгебраических 
уравнений реш алась параллельны м  методом Гаусса-Зейделя. Время счета 
на десяти процессорах одной итерации по времени составляло 2 минуты на 
компьютере параллельного действия МВС-1000 с распределенной памятью 
(расчет векторного потенциала, поля скоростей, пересчет плотности и вяз­
кости) .
В левом столбце рисунка показана эволюция в прямом времени двух­
слойной жидкости (эволюция развития диапира в прямом времени). Изо­
браж енная поверхность представляет собой границу раздела меж ду нижней 
легкой и верхней тяж елой жидкостью. В правом столбце рисунка показана 
обратная эволюция диапира (восстановление истории развития диапира). 
Финальное состояние модели в прямой задаче принималось за начальное 
состояние в обратной задаче.
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